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Zusammenfassung

Algebraisc he Fläc hen k önnen glatt sein o der auc h einige Spitzen ha-

b en

1

. Besc hränkt man sic h auf Fläc hen mit gewissen Eigensc haften,

z.B. auf Fläc hen mit einem festen sogenann ten Gr ad , so k onn te man

b ereits im 19. Jahrh undert b ew eisen, dass jede solc he Fläc he n ur end-

lic h viele isolierte Singularitäten hab en k ann. Unmittelbar stellt sic h

die F rage: Wie viele?

Eine Fläc he v om Grad 7 mit 99 Singularitäten.

Um diese F rage zu b ean t w orten, m uss man für jeden Grad (das ist

eine natürlic he Zahl d 2 f 1; 2; 3; : : : g) eine Zahl � (d) �nden, so dass es

tatsäc hlic h eine Fläc he v om Grad d mit � (d) Singularitäten gibt und

so dass man irgendwie zeigen k ann, dass eine solc he Fläc he auc h nic h t

mehr Singularitäten b esitzen k ann.

Jede Fläc he v om Grad d, die alle v orher b ek ann ten Zahlen v on Singu-

laritäten auf einer Fläc he v on festem Grad d üb ertri�t, ist ein neuer

W eltrek ord. Sc ha�t man es auÿerdem no c h zu b ew eisen, dass eine sol-

c he Fläc he nic h t mehr Singularitäten b esitzen k ann, so hat man sogar

gezeigt, dass der W eltrek ord nie mehr zu v erb essern ist!

Wir w erden sehen, dass b ei der Suc he nac h W eltrek ord-Fläc hen viel in-

teressan te Mathematik und insb esondere Geometrie ins Spiel k omm t;

so w ohl Platonisc he K örp er als auc h der Goldene Sc hnitt w erden mehr-

fac h auftauc hen so wie sogenann te endlic he Zahlensysteme.
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sogenann te isolierte Singularitäten , die Fläc he auf dem Bild un ten hat 99 da v on

� man sieh t allerdings nic h t alle, da die Abbildung n ur einen kleinen Aussc hnitt zeigt



1 Algebraisc he Fläc hen � Eine kurze Einführung

In diesem Absc hnitt erläutern wir detailliert, w as algebraisc he Fläc hen sind

und wie wir einige einfac he Fläc hen rec h t gut v erstehen k önnen. Dazu b e-

nötigen wir et w as Mathematik, insb esondere m üssen wir mit Gleic h ungen

arb eiten, die durc h P olynome gegeb en sind, d.h. Gleic h ungen wie b eispiels-

w eise

x3 + 3xyz + y2 � z2 = 0 :

Die durc h diese Gleic h ung de�nierte algebr aische Fläche b esteh t aus all

jenen Punkten (x; y; z) des drei�dimensionalen Ansc hauungsraums, die b eim

Einsetzen v on x; y; z in die link e Seite der Gleic h ung 0 ergeb en. Die Abbil-

dung 1 zeigt einige t ypisc he algebraisc he Fläc hen, manc he da v on glatt, andere

mit Spitzen (sogenann ten Singularitäten).

Abbildung 1: Einige algebraisc he Fläc hen, manc he glatt (die link en b eiden),

andere mit vielen Spitzen, sogenann ten Singularitäten (die rec h ten drei).

Do c h ein Sc hritt nac h dem anderen: zunäc hst b etrac h ten wir algebraisc he

Kurv en, die man mit den Mitteln der Sc h ulmathematik rec h t gut v erstehen

k ann. Darauf aufbauend w erden wir uns dann mit den Fläc hen b esc häftigen.

W er sic h hauptsäc hlic h für die Gesc hic h te und Geometrie der W eltrek ord-

Fläc hen in teressiert, k ann v ersuc hen, direkt zum en tsprec henden Absc hnitt

2 zu springen, do c h w erden dort wir zumindest einige der Begri�e v erw enden,

die hier erläutert w erden.

1.1 Eb ene algebraisc he Kurv en

Algebraisc he Kurv en k önnen wir üb er den Zugang v on F unktions-Graphen

rec h t gut v erstehen; do c h b ei w eitem nic h t alle algebraisc hen Kurv en en tste-

hen als Graph einer F unktion! T rotzdem b eginnen wir zunäc hst mit diesen

sp eziellen Kurv en:

1.1.1 Graphen v on F unktionen

Wir b etrac h ten eine Zuordn ung f der F orm x 7! f (x) , die jeder reellen

Zahl x eine eindeutige reelle Zahl f (x) zu w eist; solc he Zuordn ungen heiÿen

F unktionen .
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Beispiel 1. Einige einfache Beispiele von F unktionen:

� f : x 7! f (x) = x .

� g: x 7! g(x) = x2
.

V eransc haulic hen k önnen wir uns solc he F unktionen mit Hilfe ihres Gr a-

phen in einem Ko or dinatensystem , indem wir dort alle Punkte mit den

K o ordinaten (x; f (x)) bzw. (x; g(x)) ein tragen (Abb. 2).

21-1-2 x

f(x)

f(2)=2

1

-1

-2

-1-2 x

-1

-2

1

g(x)
g(2)=4

21

( t; t 2 ) = ( t; g ( t ))

t

t 2

Abbildung 2: Graphen v on f : x 7! x , g: x 7! x2
.

1.1.2 Implizite Gleic h ungen

Sc hreibt man b ei den Graphen für f (x) bzw. g(x) jew eils kurz y , so ergeb en

sic h die Gleic h ungen:

� f : y = x .

� g: y = x2
.

Der Graph v on g b esteh t also aus all den Punkten (x; y) , die die Gleic h ung

y = x2
erfüllen.

Sc hreib en wir dies um zu y � x2 = 0 , so ist die Gleic h ung nic h t mehr prakti-

sc herw eise nac h y aufgelöst. Eine solc he nic h t nac h y aufgelöste F orm heiÿt

implizite Gleichung . In diesem F all ist das Au�ösen der impliziten Glei-

c h ung nac h y natürlic h ganz einfac h, do c h b ei k omplizierten Gleic h ungen

ist dies im Allgemeinen gar nic h t möglic h! Hier ein w eiteres Beispiel einer

impliziten Gleic h ung:

F rage 1. Wie sieht die Menge al l jener Punkte aus, die die Gleichung k :

x2 + y2 = 1

erfül len?
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O�en bar hat diese Gleic h ung für Punkte mit jxj > 1 o der jyj > 1 k eine

Lösung. Um k genauer zu v erstehen, v ersuc hen wir, die Gleic h ung nac h y
aufzulösen, um analog zu ob en einen Graph zu zeic hnen:

y2 = 1 � x2;

d.h. y =
p

1 � x2
o der y = �

p
1 � x2

(auc h hier sieh t man, dass jxj > 1
k eine Lösung liefert).

Die Gleic h ung k führt also nic h t auf eine F unktion (b ei der ja jedem x ein

eindeutiges y zugeordnet wird!).

T rotzdem k önnen wir in ein K o ordinatensystem alle Punkte einzeic hnen, die

die geforderte Gleic h ung x2 + y2 = 1 erfüllen, nämlic h in zw ei T eilen:

x

y

-1

1

-1 1

y =
p

1 � x2

y = �
p

1 � x2

Beispielsw eise liegt der Punkt P =
� q

1
2 ;

q
1
2

�
auf dem ob eren T eil dieser

Kurv e, denn setzen wir die x -K o ordinate v on P in

p
1 � x2

ein, so erhalten

wir: s

1 �

r
1
2

2

=

r

1 �
1
2

=
1

p
2

;

w as tatsäc hlic h die y -K o ordinate v on P ist.

Wir hätten dies auc h direkt an der ob en gegeb enen Gleic h ung für k sehen

k önnen, indem wir die K o ordinaten v on P dort einsetzen:

�
1

p
2

� 2

+
�

1
p

2

� 2

=
1
2

+
1
2

= 1 :

1.1.3 Kreise und Ellipsen

Das Bild im v origen Absc hnitt sieh t aus wie ein Kreis; und tatsäc hlic h k önnen

wir b ew eisen, dass alle Punkte, die die Gleic h ung k : x2 + y2 = 1 erfüllen,

einen Kreis mit Radius 1 b esc hreib en!

Ein Kr eis ist nämlic h die Kurv e der Punkte, die v on einem gew ählten Mit-

telpunkt M den gleic hen Abstand r > 0 hab en. Und diese Eigensc haft hab en
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auc h die Punkte auf k . Dies k ann man folgendermaÿen sehen: Nehmen wir

einen Punkt Q = ( t; s) auf einem Kreis mit Radius 1 um den Ursprung

(0; 0).

x

y

-1

1

-1 PM 1

1

k : x2 + y2 = 1

Q = ( t; s)

s t2 + s2 = 1

t
b

a

c

a2 + b2 = c2

Der Satz des Pythagor as sagt, dass in einem rec h t winkligen Dreiec k mit

Hyp othen use der Länge c und Katheten der Längen a; b gilt: a2 + b2 = c2:

Angew endet auf unseren Punkt Q = ( t; s) auf dem Kreis heiÿt dies: t2 + s2 =
1, da das Dreiec k MPQ rec h t winklig ist und da die Länge der Strec k e QM
gerade der Radius (also hier 1) des Kreises ist. Q erfüllt also die Gleic h ung

für k . Umgek ehrt liegt jeder Punkt, der k : x2 + y2 = 1 erfüllt, auf dem Kreis

um den Ursprung mit Radius 1.

Analog b esc hreibt x2 + y2 = r 2
einen Kreis mit Radius r . Ersetzt man eine

der K o ordinaten, z.B. x , durc h ein Vielfac hes, z.B. 2x , so v erändert sic h die

Gleic h ung zu: E : 4x2 + y2 = 1 :

F rage 2. Wie sieht die Kurve der Punkte aus, die E erfül len?

Dies ist eine in der x -Ric h tung gestauc h te V arian te des Kreises, eine El lipse :

x

y

1

-1

� 1
2

E : 4x2 + y2 = 1

1
2

4 � ( 1
2 )2 + 0 2 = 1

1.2 Algebraisc he Fläc hen

Nac h den eb enen algebraisc hen Kurv en b etrac h ten wir n un algebraisc he Flä-

c hen. Wir b eginnen mit denen, die den Kurv en sehr stark ähneln, nämlic h

Zylinder. Erst dann k ommen wir zu Kugelob er�äc hen und anderen Ob jekten.
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1.2.1 Ein Zylinder

Auc h Punkte im Raum k önnen wir durc h K o ordinaten b esc hreib en (link es

Bild in Abb. 3 ):

x

y

(1; 0; 0)(� 1; 0; 0)

(0; 0; 1)

(1; 1
2 ; 2)

(0; 0; 2)

z

Abbildung 3: Der Punkt (1; 1
2 ; 2) in einem 3-dimensionalen K o ordinatensy-

stem und ein Zylinder mit der Gleic h ung x2 + y2 = 1 (die v ertik ale A c hse ist

die z -A c hse).

Zeic hnen wir jetzt alle Punkte (x; y; z) ein, die die b ereits im v origen Ab-

sc hnitt v erw endete Kreisgleic h ung k : x2 + y2 = 1 erfüllen, so fällt auf, dass

diese Gleic h ung nic h t v on z abhängt! Daher gilt: (x; y) erfüllt k ) (x; y; z)
erfüllt k für jedes b eliebige z .

Die Menge aller Punkte (x; y; z) im Raum, die die Gleic h ung x2 + y2 � 1
erfüllen, b esteh t also aus lauter Kreisen (für jeden W ert z nämlic h einen,

rec h tes Bild ob en). Eine solc he Fläc he nenn t man Zylinder .

Die pink eingezeic hnete Eb ene im Bild hat die Gleic h ung z = � 1. Sie b esteh t

aus allen Punkten, deren z -K o ordinate � 1 ist, liegt also parallel zur x; y -

Eb ene. Sie sc hneidet den Zylinder in einem Kreis.

1.2.2 Eine Kugelob er�äc he (Sphäre)

Betrac h ten wir jetzt Gleic h ungen, in denen auc h die dritte V ariable, z , v or-

k omm t:

F rage 3. Wie sieht die Menge der Punkte im R aum aus, die die Gleichung

S: x2 + y2 + z2 = 1

erfül len?

Um dies zu v erstehen, üb erlegen wir uns, wie b eim Zylinder, wie die Sc hnitte

der Menge mit Eb enen aussehen, die parallel zur x; y -Eb ene liegen:

6



Der Sc hnitt der Menge aller Punkte, die z = 0 erfüllen, mit jener Menge

aller Punkte, die x2 + y2 + z2 = 1 erfüllen, b esteh t aus genau den Punkten,

die b eide Gleic h ungen erfüllen. Wir k önnen also die F orderung z = 0 in die

zw eite Gleic h ung einsetzen und erhalten: x2 + y2 = 1 , einen Kreis mit Radius

1 (links in Abb. 4):

Abbildung 4: Drei Eb enen�Sc hnitte der Sphäre x2 + y2 + z2 = 1 .

Analog ergibt sic h:

� j zj = 9
10 , x2 + y2 + 81

100 = 1 , x2 + y2 = (1 � 81
100) , z = 9

10 , ein kleinerer

Kreis (mittleres Bild ob en).

� j zj = 1 , x2 + y2 + 1 2 = 1 () x2 + y2 = 0 , z = 1 . Diese Gleic h ung

erfüllt n ur der Punkt (0; 0; 1).

� j zj > 1, x2 + y2 + 1 2 = 1 () x2 + y2 < 0, jzj > 1. Dies hat k eine

Lösung, da x2 � 0, y2 � 0 (rec h tes Bild ob en).

Analog zur Rec hn ung b eim Kreis k ann man mit Hilfe des Satzes v on Pytha-

goras nac h w eisen, dass jeder Punkt der Fläc he, die durc h

x2 + y2 + z2 = r 2

de�niert wird, Abstand r v om Ursprung (0; 0; 0) des K o ordinatensystems

hat, dass die Gleic h ung also eine Kugelob er�äc he (auc h Sphär e genann t)

mit Radius r b esc hreibt.

1.2.3 Ein Ellipsoid

Genau wie b ei der Ellipse ob en, k önnen wir n un die Gleic h ung der Sphäre

leic h t v erändern, indem wir in einer K o ordinatenric h tung, z.B. z , mit einem

F aktor a > 0 strec k en o der stauc hen. Das liefert:

x2 + y2 + ( az)2 = 1 :

Die Bilder in Abb. 5 zeigen die drei möglic hen Fälle a = 3
4 (gestrec kt), a = 1

(Sphäre), a = 3
2 (gestauc h t), w ob ei auc h der Sc hnitt mit y = 0 eingezeic hnet

ist.
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Abbildung 5: Drei v ersc hiedene Ellipsoide.

1.2.4 Hyp erb oloid und Kegel

Ähnlic h zur Kugel und zum Ellipsoiden sind Hyp erb oloiden. Im V ergleic h

zur Sphäre hat sic h in der folgenden F ormel n ur ein V orzeic hen geändert:

x2 + y2 � z2 = r 2:

Für feste W erte v on z = a ergeb en sic h wieder Kreise (link es Bild) mit

Gleic h ung x2+ y2 = r 2+ a2
. Im Gegensatz dazu erhält man mit festen W erten

v on y = a n un ab er sogenann te Hyp erb eln (rec h tes Bild) mit Gleic h ung

x2 � z2 = r 2 � a2
:

F rage 4. W as p assiert nun, wenn wir den W ert für r immer kleiner wählen?

Für den Sc hnitt mit der Eb ene z = 0 ergeb en sic h immer kleinere Kreise,

bis sie sc hlieÿlic h für r = 0 zu einem Punkt mit Gleic h ung x2 + y2 = 0
gesc hrumpft sind (link e b eiden Bilder un ten):

Für die Eb ene y = 0 ergeb en sic h Hyp erb eln, die sic h immer mehr zw ei Ge-

raden annähern, bis man sc hlieÿlic h für r = 0 zw ei sic h sc hneidende Geraden

mit Gleic h ung (x2 � z2) = 0 erhält, da: x2 � z2 = ( x + z) � (x � z) .
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1.2.5 Fläc hen v on höherem Grad

Bisher hab en wir n ur sehr sp ezielle algebraisc he Fläc hen b etrac h tet, nämlic h

solc he, die sic h als Nullstellen v on P olynomen v om Grad 1 o der 2 ergeb en.

Im Allgemeinen ist eine algebr aische Fläche v om Grad d die Menge aller

Nullstellen eines P olynoms v om Grad d in drei V ariablen:

a1xd + a2xd� 1y + a3xd� 1z + a4xd� 1 + a5xd� 2y2 + � � � + ak = 0 ;

w ob ei die ai gewisse K onstan ten sind.

Beispiele v on Fläc hen v on höherem Grad lernen wir im folgenden Absc hnitt

üb er Singularitäten k ennen.

1.2.6 Fläc hen üb er reellen und k omplexen Zahlen

Im v origen Absc hnitt hab en wir nic h t thematisiert, aus w elc hem Zahlen b e-

reic h die K onstan ten ai und die W erte, die wir für x; y; z einsetzen dürfen,

stammen. Stillsc h w eigend w erden die meisten Leser hier reelle Zahlen ange-

nommen hab en. Häu�g ist es ab er auc h sinn v oll, algebraisc he Fläc hen üb er

anderen Zahlensystemen zu b etrac h ten, insb esondere üb er den komplexen

Zahlen . Lassen wir n ur reelle Zahlen zu, so ergibt sic h nämlic h folgende

Sc h wierigk eit: Die Gleic h ung

x2 + y2 � a = 0

hat für a > 0 eine ganze Kurv e v on reellen Punkten (x; y) als Lösungsmenge,

nämlic h einen Kreis mit Radius a; für a = 0 ergibt sic h als einzige reelle

Lösung der Punkt (0; 0) und für a < 0 existiert gar k eine reelle Lösung.

Wir k önnen hier nic h t detailliert k omplexe Zahlen v orstellen, sondern b e-

trac h ten n ur das obige Beispiel et w as genauer. Wir erw eitern die b ek ann te

Menge der reellen Zahlen, indem wir auc h Zahlen der F orm a+ ib (sogenann te

komplexe Zahlen , die kurz als C notiert) zulassen, w ob ei i die imaginär e

Einheit ist, d.h. eine Zahl, für die gilt: i2 = � 1. O�en bar k ann i k eine reelle

Zahl sein, da ja Quadrate reeller Zahlen immer nic h t negativ sind. Man k ann

zeigen, dass man mit Hilfe v on Zahlen der F orm a + ib nic h t n ur die üb er

den reellen Zahlen nic h t lösbare Gleic h ung x2 = � 1 lösen k ann, sondern
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dass man sogar für jedes P olynom v om Grad d � 1 in einer V ariablen eine

Nullstelle der F orm a + ib �ndet! Beispielsw eise sind die k omplexen Zahlen

1 + i
p

3 und 1 � i
p

3 Lösungen der Gleic h ung x2 � 2x + 4 = 0 , da:

(x � (1 + i
p

3))(x � (1 � i
p

3)) = ( x � 1 � i
p

3)(x � 1 + i
p

3)

= ( x � 1)2 � (i
p

3)2

= x2 � 2x + 1 � i2 �
p

3
2

= x2 � 2x + 1 � (� 1) � 3

= x2 � 2x + 4 :

Dies führt dazu, dass auc h die Gleic h ung x2 + y2 = � 1 üb er den k omplexen

Zahlen Lösungen hat; b eispielsw eise liegen die Punkte (0; � i ) , (� i; 0) auf

diesem Kreis. Ob w ohl es sic h v erm utlic h auf den ersten Blic k nic h t so anhört,

v ereinfac h t sic h durc h Hinzunahme auc h k omplexer Lösungen das Studium

algebraisc her Kurv en und Fläc hen in vielerlei Hinsic h t sehr, da man nic h t

immer die Fälle un tersc heiden m uss es gibt �k eine Lösung�, �endlic h viele

Lösungen� o der �unendlic h viele Lösungen�: üb er den k omplexen Zahlen hat

der �Kreis� mit Gleic h ung x2+ y2+ a = 0 für jedes a unendlic h viele Lösungen

� und Analoges gilt auc h für algebraisc he Fläc hen.

1.3 Singularitäten

Singularitäten heiÿen ganz sp ezielle Punkte algebraisc her Kurv en und Flä-

c hen. Um diese allmählic h k ennen zu lernen, b eginnen wir mit der einfac hsten

Singularität, einem sogenann ten gew öhnlic hen Dopp elpunkt, b ev or wir dann

et w as k ompliziertere Punkte b etrac h ten.

1.3.1 Ein gew öhnlic her Dopp elpunkt

Der spitze Punkt (der Ursprung (0; 0; 0)) des Kegels mit Gleic h ung

x2 + y2 � z2 = 0 ;

den wir ob en gesehen hab en (s. auc h Abb. 6 ), ist eine sogenann te Singulari-

tät . Auc h algebraisc h sind Singularitäten durc h eine b esondere Eigensc haft

ausgezeic hnet: F assen wir das P olynom k = x2 + y2 � z2
jew eils als ein P oly-

nom in einer V ariablen auf, in dem die anderen V ariablen K onstan ten sind,

so k önnen wir jew eils die A bleitung des P olynoms nac h dieser V ariablen

bilden. Ist b eispielsw eise x die V ariable und sehen wir y; z als K onstan ten

an, so ist die Ableitung 2x , da die Ableitung einer K onstan te 0 ergibt. Man

sc hreibt dies kurz:

@k
@x

(x; y; z) = 2 x
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Abbildung 6: Ein Dopp elk egel mit einer Singularität in (0; 0; 0), die gew öhn-

lic her Dopp elpunkt genann t wird.

und nenn t diesen Ausdruc k die p artiel le A bleitung von k nach x . Analog

�ndet man für die partiellen Ableitungen nac h y bzw. z :

@k
@y

(x; y; z) = 2 y;
@k
@z

(x; y; z) = � 2z:

Der einzige Punkt P = ( Px ; Py ; Pz) , für den so w ohl k(Px ; Py ; Pz) = 0 und

auc h alle diese partiellen Ableitungen 0 w erden, ist hier o�en bar der Punkt

O = (0 ; 0; 0), der Ursprung, w eil 2x = 0 genau dann gilt, w enn x = 0 und

en tsprec hend für y und z .

Ein Punkt P = ( Px ; Py ; Pz) einer algebraisc hen Fläc he mit Gleic h ung f (x; y; z) =
0 heiÿt daher Singularität , w enn so w ohl gilt

f (Px ; Py ; Pz) = 0

als auc h:

@f
@x

(Px ; Py ; Pz ) =
@f
@y

(Px ; Py ; Pz ) =
@f
@z

(Px ; Py ; Pz ) = 0 :

Singularitäten k önnen sehr un tersc hiedlic h aussehen und hab en sehr viele

V erbindungen zu anderen Gebieten der Mathematik, ab er auc h zur Ph ysik

und der b elebten und un b elebten Natur.

Die Singularität des ob en gezeigten Kegels ist die einfac hste Singularität und

wird gewöhnlicher Dopp elpunkt genann t. Sie ist ausgezeic hnet un ter allen

Singularitäten durc h die Eigensc haft, dass die sogenann te Determinan te der

Hessematrix, kurz: det H f , in diesem Punkt nic h t v ersc hindet. Die Gleic h ung

det H f erhält man aus jener v on f durc h Bilden einiger zw eiter partieller

Ableitungen, also partieller Ableitungen der partiellen Ableitungen, nämlic h:

det H f := det

0

B
B
@

@2 f
@2x

@2 f
@x@y

@2 f
@x@z

@2 f
@y@x

@2 f
@2y

@2 f
@y@z

@2 f
@z@x

@2 f
@z@y

@2 f
@2z

1

C
C
A ;
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w ob ei die sogenann te Determinante , kurz: det, folgendermaÿen b erec hnet

wird:

det

0

@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1

A = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

� a13a22a31 � a11a23a32 � a12a21a33:

Leic h t lässt sic h für f = x2 + y2 � z2
nac hrec hnen:

det H f (0; 0; 0) = det

0

@
2 0 0
0 2 0
0 0 2

1

A = 8 6= 0 ;

d.h. f hat einen gew öhnlic hen Dopp elpunkt in (0; 0; 0).

1.3.2 Ak Singularitäten

Durc h kleine V eränderungen an der Gleic h ung x2 + y2 � z2 = 0 des Kegels

k önnen wir b ereits sehr un tersc hiedlic he Singularitäten erhalten.

Betrac h ten wir zunäc hst die Gleic h ung

A+ �
2 (x; y; z) = x3 + y2 � z2 = 0 :

O�en bar ist hier der Punkt (0; 0; 0) auc h eine Singularität v on A+ �
2 , da

nämlic h Einsetzen in die Gleic h ung und in die partiellen Ableitungen 3x2
,

2y , � 2z , jew eils 0 ergibt (link es Bild):

Allerdings ist der Punkt (0; 0; 0) k ein gew öhnlic her Dopp elpunkt, w eil die

Determinan ten der Hessematrix dort v ersc h windet:

det HA + �
2

(0; 0; 0) = det

0

@
6 � 0 0 0

0 2 0
0 0 2

1

A = 0 :

V ersuc hen wir wieder, die Geometrie dieser Fläc he et w as zu v erstehen, indem

wir sie mit v ersc hiedenen Eb enen sc hneiden. Der Sc hnitt mit Eb enen x = a
ergibt a3 + y2 � z2 = 0 , also �nden wir für a 6= 0 Hyp erb eln und für a = 0
zw ei Geraden (rec h te drei Bilder ob en).
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In teressan t wird es n un für Sc hnitte mit y = a. Für a = 0 �nden wir nämlic h

eine Kurv e mit einer Spitze, die Cusp e genann t wird (link es Bild un ten), mit

Gleic h ung x3 � z2 = 0 . Mit einem T asc henrec hner o der einem Computeralge-

braprogramm ist es nic h t sc h w er, diese eb ene Kurv e zu zeic hnen, indem man

einige W erte b erec hnet: Da ja aus x3 � z2 = 0 folgt, dass z = �
p

x3
, k ann

man hier einfac h v ersc hiedene p ositiv e W erte v on x und 0 einsetzen und er-

hält die zugehörigen z -K o ordinaten. Z.B.: x = 0 ) z = 0 , x = 1 ) z = � 1,

x = 4 ) z = � 8. Diese Kurv e ist in der Mitte zu sehen:

z

x

Allgemeiner b ezeic hnet man die Singularität der Fläc hen mit den Gleic h un-

gen

A+ �
k (x; y; z) = xk+1 + y2 � z2; k 2 N;

als A+ �
k Singularitäten. Für k = 1 �nden wir den Kegel, der einen gew öhn-

lic hen Dopp elpunkt als Singularität in (0; 0; 0) hat und den wir w eiter ob en

b ereits b etrac h tet hab en; für k = 2 ergibt sic h die Cusp e, für höheres k
erhalten wir w eitere Singularitäten, die k eine gew öhnlic hen Dopp elpunkte

sind und b ei denen die Spitze �immer spitzer� wird � einfac h mal in sur-

fer [Mey05] o der surfex [HLM05] ausprobieren!

2 W eltrek ord-Fläc hen

Wir b esc hreib en n un einige der aktuellen W eltrek ord-Fläc hen auf dem Gebiet

der Fläc hen mit vielen Singularitäten, so wie deren oft faszinierende Gesc hic h-

te und Geometrie. Wir b eginnen mit den einfac hsten Fällen v om Grad 1 und

2, auc h w enn hier die Geometrie der Fläc hen, die mit den Singularitäten

zusammenhängt, nic h t so in teressan t ist wie b ei den Fläc hen v on höherem

Grad. Ab Grad 3 und 4 w erden wir dann auc h Zusammenhänge zu anderen

Bereic hen der Geometrie k ennen lernen, wie b eispielsw eise den platonisc hen

K örp ern und dem Goldenen Sc hnitt.

Wie sc hon in der Zusammenfassung angedeutet, k ann man in manc hen Fäl-

len sogar zeigen, dass die aktuellen W eltrek orde nie mehr v erb essert w erden

k önnen. Dies ist derzeit für d = 1 ; 2; : : : ; 6 der F all. Nur ab Grad d = 7
ist also no c h unklar, ob der aktuelle W eltrek ord, 99, auc h der b estmöglic he

ist. Die folgende T ab elle gibt einen Üb erblic k für manc he d; wie sc hon in
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der Zusammenfassung erw ähn t b ezeic hnet dab ei � (d) die maximal möglic he

Anzahl v on Singularitäten auf einer Fläc he v om Grad d:

d 1 2 3 4 5 6 7 8 d

� (d) � 0 1 4 16 31 65 99 168 � 5
12d3

� (d) � 0 1 4 16 31 65 104 174 � 4
9d3

Zu dieser T ab elle m üssen wir no c h b emerk en, dass � (d) genauer gesagt die

maximal möglic he Anzahl komplexer Singularitäten einer algebraisc hen

Fläc he, deren de�nierendes P olynom auc h k opmlexe K o e�zien ten hab en darf

(siehe Absc hnitt 1.2.6 ), b ezeic hnet. Da ab er derzeit in k einem der aufgeführ-

ten Fälle eine b essere ob ere o der un tere Sc hrank e für eine reelle V arian te

� R(d) v on � (d) b ek ann t ist, gehen wir hier nic h t w eiter auf die Un tersc hei-

dung zwisc hen � R(d) und � (d) ein. Insb esondere hab en alle Fläc hen, die die

in der T ab elle angegeb enen un teren Sc hrank en realisieren, aussc hlieÿlic h re-

elle Singularitäten, so dass es uns rec h t leic h t möglic h ist, diese Fläc hen zu

visualisieren!

Eine w esen tlic h ausführlic here und mathematisc h fundiertere Darstellung des

Themas Flächen mit vielen Singularitäten liefert die Dissertation des Autors

[Lab05 ]. Hier v ersuc hen wir, die Besonderheiten der jew eiligen Mathematik

und Geometrie der K onstruktionen no c h ansc haulic her und detaillierter als

in den angegeb enen Arb eiten zu erläutern.

2.1 Eb enen

Die Geometrie einer Eb ene (Fläc hen v om Grad 1) ist nic h t b esonders fas-

zinierend. T rotzdem gehen wir hier auf diese einfac hsten Fläc hen detailliert

ein, da man an diesem Beispiel auf sehr elemen tare W eise nac hrec hnen k ann,

dass diese Fläc hen gar k eine Singularitäten hab en k önnen.

Beginnen wir mit der Gleic h ung einer Eb ene:

E : ax + by+ cz + d = 0 ;

w ob ei a; b; c; d für jede Eb ene gewisse feste W erte annehmen. Im ersten Ab-

sc hnitt hab en wir gesehen, dass eine Singularität einer Fläc he ein Punkt

ist, in dem so w ohl die Fläc hengleic h ung als auc h deren partielle Ableitungen

erfüllt sind. Berec hnen wir die letzteren, so ergibt sic h:

@E
@x

= a;
@E
@y

= b;
@E
@z

= c:

Damit alle gleic hzeitig v ersc h winden, m uss so w ohl a = 0 , als auc h b = 0
und c = 0 gelten. Soll die Eb ene E also eine Singularität b esitzen, so hat
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sie die F orm: d = 0 . Eine solc he Eb ene hat ab er n ur dann Punkte, w enn

die K onstan te d eb en gerade 0 ist. Dann ist die v erbleib ende Gleic h ung der

Eb ene ab er 0 = 0 , w as gar k eine Bedingung an die V ariablen x; y; z darstellt

und daher den ganzen Raum b esc hreibt und nic h t et w a eine Eb ene. Wir

hab en also gerade b ewiesen, dass eine Eb ene k eine Singularität hab en k ann:

Satz 1. Eine Eb ene hat keine Singularität, insb esonder e: � (1) = 0 .

2.2 Quadrik en

Fläc hen v om Grad 2 heiÿen Quadrik en. Sc hon für diese ist es nic h t mehr

so einfac h, elemen tar nac hzurec hnen, wie viele Singularitäten sie hab en k ön-

nen, ob w ohl sc hon die Griec hen v or üb er 2000 Jahren die meisten ihrer Ei-

gensc haften b ereits v erstanden. Für eine sehr ansc haulic he Darstellung v on

w esen tlic h mehr Eigensc haften als wir hier darstellen k önnen, siehe [HCV32].

Heutzutage lern t man Quadrik en als Mathematik-Studen t üblic herw eise in

der sogenann ten linearen Algebra k ennen: Das nahezu v ollständige V erständ-

nis der Quadrik en bildet einen der Höhepunkte des ersten Studienjahres. Wir

geb en hier n ur das dort b ewiesene Ergebnis an:

Satz 2 (Klassi�k ation der Quadrik en) . Dur ch Dr ehung und/o der V erschie-

bung lässt sich je de Quadrik im R3
in eine der folgenden dr ei F ormen üb er-

führ en:

1. F all: ax2 + by2 + cz2 = 0 ,

2. F all: ax2 + by2 + cz2 � 1 = 0 ,

3. F all: ax2 + by2 � z = 0 ,

wob ei a; b; c; d2 R gewisse Konstanten sind. Erlaubt man auch Stauchungen

und Str e ckungen, so kann man err eichen, dass a; b; c; d2 f� 1; 0; 1g.

Die wic h tigsten Fälle dieser Klassi�k ation sind in Abbildung 7 zu sehen.

In den meisten Fällen k ann man die Geometrie der Fläc hen ausgehend v on

deren Gleic h ung rec h t gut v erstehen. Beispielsw eise, indem man eine der

drei V ariablen auf einen festen W ert setzt; dies gibt dann eine eb ene Kurv e

v om Grad zw ei, also en t w eder eine Ellipse, eine Hyp erb el, eine P arab el, zw ei

Geraden u.ä. � einfac h einmal v ersuc hen!

Anhand der Bilder zur Klassi�k ation k ann man sc hon erahnen, dass eine

Quadrik hö c hstens eine isolierte Singularität hab en k ann, do c h wir k önnen

dies auc h mit Hilfe des obigen Klassi�k ationssatzes rec h t leic h t nac h w eisen:
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Sphäre (Kugelob er�äc he) Ellipsoid Einsc haliger Hyp erb oloid

(2. F all: a; b; c= 1 ) (2. F all: a; b; c > 0) (2. F all: a; c > 0, b < 0)

(Elliptisc her) Zylinder Hyp erb olisc her Zylinder Zw eisc haliger Hyp erb oloid

(2. F all: a; b > 0, c = 0 ) (2. F all: a > 0, b < 0, c = 0 ) (2. F all: a > 0, b; c < 0)

Elliptisc her P arab oloid Hyp erb olisc her P arab oloid Zw ei Eb enen

(3. F all: a; b > 0) (3. F all: a > 0; b < 0) (1. F all: a > 0, b < 0, c = 0 )

Dopp elk egel Ein Punkt Eine Geraden

(1. F all, a; b > 0; c < 0) (1. F all, a; b; c > 0) (1. F all, a; b > 0, c = 0 )

Abbildung 7: Die Klassi�k ation der Quadrik en.
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Satz 3. Eine Quadrik hat hö chstens eine isolierte Singularität. Diese ist

dann ein gewöhnlicher Dopp elpunkt. Insb esonder e:

� (2) = 1 :

Beweis: W egen des Satzes 2 zur Klassi�k ation der Quadrik en m üssen wir

uns n ur die drei dort angegeb enen Fälle ansc hauen, jew eils die partiellen

Ableitungen b erec hnen und dann die möglic hen Singularitäten b estimmen.

Wir b etrac h ten hier n ur die Fälle des Satzes 2 mit a; b; c6= 0 :

1. F all: Im ersten F all sind die partiellen Ableitungen 2ax; 2by;2cz. Für

a; b; c6= 0 k önnen diese n ur dann gleic hzeitig n ull sein, w enn x = y =
z = 0 . Der Punkt (0; 0; 0) ist tatsäc hlic h ein Punkt der Quadrik, da

a� 02 + b� 02 + c� 02 = 0 und daher die einzige Singularität der Quadrik.

Wie wir ob en gesehen hab en ist diese ein gew öhnlic her Dopp elpunkt.

2. F all: Auc h im zw eiten F all sind die partiellen Ableitungen 2ax; 2by;2cz.

Für a; b; c6= 0 k önnen diese wieder n ur dann gleic hzeitig n ull sein, w enn

x = y = z = 0 . Der Punkt (0; 0; 0) ist ab er k ein Punkt der Quadrik,

da a � 02 + b� 02 + c � 02 = 0 6= 1 . In diesem F all hat die Quadrik also

k eine Singularität.

3. F all: Im letzten F all sind die partiellen Ableitungen 2ax; 2by;� 1. Die

partielle Ableitung nac h z ist k onstan t � 1 und k ann also nie 0 w erden,

so dass diese Quadrik en auc h k eine Singularität hab en k önnen.

Insgesam t k ann also n ur im 1. F all eine Singularität auftreten.

2.3 Kubisc he Fläc hen und Platonisc he K örp er

Für Eb enen k onn ten wir no c h rec h t leic h t p er Hand nac hrec hnen, dass die-

se Fläc hen k eine Singularitäten hab en k önnen. Für Quadrik en m ussten wir

sc hon ein Resultat aus dem ersten Studiensemester zu Rate ziehen, um nac h-

zu w eisen, dass diese Fläc hen hö c hstens eine Singularität hab en k önnen.

Für Kubik en (also Fläc hen, die durc h ein P olynom v om Grad 3 b esc hrieb en

w erden) ist die Situation nac h k omplizierter. Um hier die F rage nac h der

möglic hen Anzahl v on Singularitäten b ean t w orten zu k önnen, m üssen wir

sc hon auf ein Resultat, das man erst in einer Sp ezialv orlesung zur algebrai-

sc hen Geometrie b espric h t, zurüc kgreifen � das allerdings die Mathematik er

des 19. Jahrh underts auc h b ereits k ann ten.
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2.3.1 Zur Gesc hic h te der kubisc hen Fläc hen

Die ersten in teressan ten Resultate zu kubisc hen Fläc hen fanden die b eiden

Briten George Salmon und Arth ur Ca yley 1849 in einem Briefw ec hsel her-

aus: Auf jeder kubisc hen Fläc he, die k eine Singularitäten hat, liegen genau

27 Geraden (links in der Abbildung un ten) � und w enn man die Fläc hen

so v erändert, dass Singularitäten auftreten, so fallen manc he der Geraden

üb ereinander (rec h tes Bild).

Die Clebsc h�Kubik hat k eine Die Ca yley�Kubik hat 4 Singularitäten

Singularität und 27 Geraden. und n ur 9 v ersc hiedene Geraden.

Dies mag auf den ersten Blic k sehr erstaunlic h ersc heinen, da kubisc he Flä-

c hen do c h sehr gesc h wungen und gar nic h t gerade ersc heinen, do c h man k ann

dies tatsäc hlic h b ew eisen; un ter der Annahme, dass w enigstens eine Gerade

auf einer solc hen Fläc he liegt, ist es sogar nic h t sehr sc h w er, die tatsäc hlic he

Anzahl zu b estimmen.

Beeindruc k end ist, dass kubisc he Fläc hen immer no c h Ob jekt der F orsc h ung

sind, ob w ohl man sc hon so vieles üb er sie w eiÿ; das liegt zum groÿen T eil

daran, dass man kleine Aussc hnitte der kubisc hen Fläc hen heutzutage dazu

b en utzt, um no c h k ompliziertere Ob jekte anzunähern. Dies wird b eispiels-

w eise im Bereic h des Computer Aided Design eingesetzt, da kubisc he Fläc hen

nämlic h viele w eitere praktisc he Eigensc haften b esitzen, wie z.B. die T atsa-

c he, dass sie parametrisierbar sind. Dies k önnen wir hier leider nic h t v ertiefen,

wir mö c h ten n ur im näc hsten Absc hnitt ein kleines Detail dieser sehr umfas-

senden Theorie der kubisc hen Fläc hen b eleuc h ten, nämlic h die F rage nac h

der maximalen Anzahl v on Singularitäten auf ihnen. Die W ebseite [LvS00 ]

gibt einen umfassenden Üb erblic k üb er alle möglic hen Gestalten kubisc her

Fläc hen, s. auc h [HL06 ].

2.3.2 Eine ob ere Sc hrank e für � (d)

Sc hon im 19. Jahrh undert hab en Mathematik er gegeb enen algebraisc hen Flä-

c hen andere algebraisc hen Fläc hen zugeordnet, die in b esonderer Bezieh ung

zu ihnen stehen. Eine solc he zugeordnete Fläc he ist die sogenann te duale

Fläche . Diese hat sehr viel mit der ursprünglic hen Fläc he zu tun; insb eson-

dere ist nämlic h die duale Fläc he der dualen Fläc he wieder die ursprünglic he
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Fläc he! Zw ar k önnen wir das K onzept der dualen Fläc he hier nic h t erläutern,

do c h wir k önnen zumindest eine F ormel für deren Grad an w enden lernen: Ist

der Grad d einer gegeb enen algebraisc hen Fläc he f w enigstens d � 3 und

b ezeic hnen wir den Grad der dualen Fläc he v on f mit d�
, so gilt:

d� (f ) � d(d � 1)2 � 2� (f );

w ob ei � (f ) die Anzahl der isolierten Singularitäten v on f ist. Da b ek ann t

ist, dass duale Fläc hen v on Quadrik en wieder Quadrik en sind, gilt d� (f ) � 3,

falls d � 3. Setzen wir dies in die obige Ungleic h ung ein, so erhalten wir nac h

Umstellen die folgende ob ere Sc hrank e für die Anzahl � (f ) v on Singularitäten

auf f und da f b eliebig v om Grad d w ar auc h eine ob ere Sc hrank e für � (d) :

Satz 4 (19. Jahrh undert, vielleic h t v on G. Salmon) . Für die maximal mö g-

liche A nzahl � (d) von Singularitäten auf einer Fläche vom Gr ad d � 3 gilt:

� (d) �
1
2

�
d(d � 1)2 � 3

�
:

Setzen wir in diese F ormel einige W erte für d � 3 ein, so erhalten wir b ei-

spielsw eise: � (3) � 4, � (4) � 16, � (5) � 34. Wir w erden später sehen, dass

tatsäc hlic h � (4) = 16 gilt, dass ab er die w ahre Sc hrank e im Grad 5 niedriger

als 34 liegt. Do c h n un zunäc hst zurüc k zum Grad 3.

2.3.3 Die Ca yley�Kubik mit vier Singularitäten

Wir hab en eb en gesehen, dass eine kubisc he Fläc he hö c hstens vier Singu-

laritäten hab en k ann, do c h gibt es wirklic h eine Fläc he, die diese Sc hrank e

erreic h t? Ja, es gibt sie tatsäc hlic h; zu Ehren eines Mathematik ers, der viel

üb er kubisc he Fläc hen gearb eitet hat, wird sie heute oft Cayley�Kubik ge-

nann t, ob w ohl der Sc h w eizer Ludwig Sc hlä�i 1863 der erste w ar, der kubisc he

Fläc hen detailliert auf deren Singularitäten un tersuc h t hat.

Eine b esonders symmetrisc he Gleic h ung einer kubisc hen Fläc he mit der ma-

ximal möglic hen Anzahl v on � (3) = 4 Singularitäten erhält man z.B., indem

man in der Gleic h ung

1
x + 1

y + 1
z + 1

w = 0 mit dem Hauptnenner durc hm ul-

tipliziert und w = 1 � x � y � z setzt:

Ca y : yzw + xzw + xyw + xyz = 0 ; w = 1 � x � y � z:

Eine gute Übungsaufgab e für den Leser ist es, nac hzuprüfen, dass diese Flä-

c he tatsäc hlic h wie b ehauptet genau vier Singularitäten hat. Dies sind übri-

gens die vier Punkte (0; 0; 0), (0; 0; 1), (0; 1; 0) und (1; 0; 0). Das liefert:

Satz 5 (Mitte des 19. Jahrh underts) . Eine kubische Fläche kann maximal

vier Singularitäten b esitzen:

� (3) = 4 :
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2.3.4 Die Ca yley�Kubik und T etraeder-Symmetrie

Nic h t erstaunen sollte hierb ei, dass man nac h V ertausc hen der K o ordinaten

eines dieser Punkte wiederum eine der Singularitäten erhält � sc hlieÿlic h

bleibt b eim V ertausc hen v on x; y; z in der Gleic h ung der Fläc he Ca y die

Gleic h ung v ollständig erhalten. Man sagt in einem solc hen F all, dass die

Gleic h ung invariant un ter den V ertausc h ungen ist. Betrac h ten wir diese

V ertausc h ungen et w as genauer; es sind folgende fünf:

� :

x 7! y
y 7! x
z 7! z

� :

x 7! y
y 7! z
z 7! x


 :

x 7! z
y 7! y
z 7! x

� :

x 7! z
y 7! x
z 7! y

� :

x 7! x
y 7! z
z 7! y:

Zählen wir die � V ertausc h ung� � , die gar k eine V ertausc h ungen v ornimm t, die

also x auf x , y auf y und z auf z abbildet, hinzu, so hab en wir insgesam t 6
V ertausc h ungen. Dies ist k ein Zufall, da man leic h t nac h w eisen k ann, dass es

tatsäc hlic h genau n! = n(n � 1)(n � 2) � � � 1 V ertausc h ungen v on n v ersc hie-

denen Buc hstab en gibt: Für den ersten der Buc hstab en hat man nämlic h n
möglic he Bild�Buc hstab en zur Ausw ahl, für den näc hsten no c h n � 1, dann

no c h n � 2 usw.

V ertausc h ungen hab en den V orteil, dass man zw ei b eliebige V ertausc h ungen

� und � einer gewissen Menge v on Buc hstab en auc h hin tereinander ausfüh-

ren k ann (gesc hrieb en: � � � , gespro c hen: � nac h � ) und insgesam t wiederum

eine V ertausc h ung erhält. Auÿerdem k ann man o�en bar jede V ertausc h ung

� wieder rüc kgängig mac hen mit der sogenann ten dazu inversen V ertau-

schung � � 1
. Sc hlieÿlic h gilt no c h (� � � ) � 
 = � � (� � 
 ) für drei b eliebige

V ertausc h ungen. Eine Menge mit all diesen Eigensc haften heiÿt Grupp e ; die

V ertausc h ungen einer festen Menge v on n v ersc hiedenen Buc hstab en bilden

demnac h eine Grupp e und zw ar die sogenann te symmmetrische Grupp e

auf n Buchstab en , kurz b ezeic hnet mit Sn .

Am obigen Beispiel der Grupp e der V ertausc h ungen, un ter denen die Glei-

c h ung der Fläc he Ca y in v arian t bleibt, k önnen wir dies alles sehr k onkret

v erstehen: W enden wir zunäc hst � auf die drei V ariablen (x; y; z) an, so

tausc hen x und y ihren Platz, (y; x; z) ; w enden wir no c hmals � an, so sind

wir wieder b ei der ursprünglic hen Reihenfolge angek ommen: (x; y; z) , d.h.

� = � � 1
in diesem F all. Das gilt für � nic h t, denn � (x; y; z) = ( y; z; x) und

� (y; z; x) = ( z; x; y) ; sc hlieÿlic h gibt ab er � (z; x; y) = ( x; y; z) , d.h. dreifac hes

An w enden v on � ist nic h t zu un tersc heiden v om Nic h tstun, also � � � � � = � .

Man k ann leic h t üb erprüfen, dass wir durc h mehrfac hes Hin tereinanderaus-

führen v on � und � tatsäc hlic h alle sec hs V ertausc h ungen �; : : : ; � , � erhalten.

Man sagt dann, dass � und � die Grupp e erzeugen .

Ersetzen wir n un in der obigen Gleic h ung v on Ca y die x; y; z; w durc h gewisse

Eb enen ~x; ~y; ~z; ~w , so k ann man sogar erreic hen, dass die Gleic h ung Ca y in v a-
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rian t un ter b eliebigen V ertausc h ungen der vier �Buc hstab en� ~x; ~y; ~z; ~w bleibt,

nämlic h, w enn ~x; ~y; ~z; ~w die vier Seiten�äc hen eines regelmäÿigen T etraeders

b esc hreib en.

Abbildung 8: Ein regelmäÿiger T etraeder und die tetraeder-symmetrisc he

V ersion der Ca yley�Kubik.

Diese bilden dann insgesam t eine Grupp e v on 4! = 24 V ertausc h ungen, un-

ter denen Ca y in v arian t bleibt. Betrac h ten Sie die resultierende tetraeder�

symmetrisc he Fläc he do c h gleic h mal in surfer [Mey05] o der surfex [HLM05]

(s. auc h Abb. 8), indem Sie w ählen:

~x = 1 � z �
p

2x; ~y = 1 � z +
p

2x; ~z = 1 + z +
p

2y; ~w = 1 + z �
p

2y:

Natürlic h k önnen Sie auc h hier die K o ordinaten der Singularitäten leic h t

b erec hnen, auc h w enn die Rec hn ungen vielleic h t et w as langwierig w erden.

W egen der gew ählten T etraeder�Symmetrie sollten sic h dab e gerade die 4
Ec k en des T etraeders mit den Seiten�äc hen ~x; ~y; ~z; ~w ergeb en.

Die w eiteren Platonisc hen K örp er lassen sic h b ei kubisc hen Fläc hen nic h t

auf ähnlic he W eise zur K onstruktion einsetzen. Da einige dieser seit mehr

als 2000 Jahren Mathematik er faszinierende K örp er ab er später auftauc hen

w erden, geb en wir kurz eine Üb ersic h t in Abb. 9 . Die Platonisc hen K örp er

hab en no c h viel tiefer liegende Bezieh ungen zu Singularitäten, auf die wir

hier leider nic h t eingehen k önnen; siehe dazu b eispielsw eise [Gre92 ].

T etraeder Würfel Okto eder Do dek aeder Ik osaeder

Abbildung 9: Die Platonisc hen K örp er.
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2.4 Kummer�Quartik en und no c hmals T etraeder

Bereits ein Jahr nac hdem Ludwig Sc hlä�i 1863 die kubisc hen Fläc hen bzgl.

ihrer Singularitäten klassi�ziert hatte, ermittelte Eduard Kummmer die ma-

ximal möglic he Anzahl � (4) v on Singularitäten auf Fläc hen v om Grad 4
(sogenann ten Quartik en). Wie wir in Satz 4 gesehen hab en, gilt nämlic h:

� (4) � 16. Kummer b emerkte zunäc hst einmal, dass die sogenann te F resnel-

sc he W ellen�äc he tatsäc hlic h 16 Singularitäten b esitzt, dass also gilt:

Satz 6 (E. Kummer, 1864) . Eine Quartik kann maximal 16 Singularitäten

b esitzen:

� (4) = 16 :

Do c h damit lieÿ er es nic h t b ew enden; vielmehr studierte er sehr detailliert

Quartik en, die diese maximale Anzahl v on 16 Singularitäten hab en. Er gab

auc h eine sehr sc höne tetraeder�symmetrisc he F amilie v on Gleic h ungen sol-

c her Fläc hen an:

Ku � :=
�
x2 + y2 + z2 � � 2� 2 � � ~x~y~z ~w; � =

3� 2 � 1
3 � � 2 ; � 2 R;

w ob ei ~x; ~y; ~z; ~w wieder die sc hon im Absc hnitt üb er tetraeder�symmetrisc he

Kubik en v erw endeten Seiten�äc hen eines regelmäÿigen T etraeders sind und

� eine reelle Zahl ist (für Abb. 10 wurde � = 1 :3 gew ählt).

Abbildung 10: Eine Kummer�Quartik mit 16 gew öhnlic hen Dopp elpunkten.

Ein herv orragendes Buc h üb er diese heutzutage nac h Kummer b enann ten

Quartik en mit der maximalen Anzahl v on Singularitäten ist [Hud90 ]. An

der T atsac he, dass ganze Büc her üb er diese Fläc hen gesc hrieb en wurden,

sieh t man, dass wir hier no c h w esen tlic h mehr üb er sie sagen k önn ten; aus

Platzmangel m üssen wir ab er leider auf die angegeb ene Literatur v erw eisen.
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2.5 T ogliatti�Quin tik en, 5�Ec k e und der Goldene Sc hnitt

Der Italiener Eugenio Giusepp e T ogliatti b ewies b ereits im Jahr 1937, dass

es eine Fläc he v om Grad 5 (daher der Name Quin tik) mit genau 31 Singula-

ritäten gibt � damals W eltrek ord!

Da die ob ere Sc hrank e in Satz 4 wie sc hon erw ähn t n ur b ew eist, dass es nic h t

mehr als 34 Singularitäten auf einer Quin tik geb en k ann und da auc h in der

F olgezeit zunäc hst niemand eine w esen tlic h b essere ob ere Sc hrank e �nden

k onn te, suc h ten Geometer jahrzehn te lang nac h einer Fläc he v om Grad 5
mit w enigstens 32 Singularitäten, bis sc hlieÿlic h 1980 der F ranzose Arneau

Beauville durc h eine in teressan te Bezieh ung zur Co dierungstheorie zeigen

k onn te, dass eine Quin tik nic h t mehr als 31 Singularitäten b esitzen k ann.

Das heiÿt also, dass T ogliattis W eltrek ord niemals mehr v erb essert w erden

k ann! Es gilt also:

Satz 7 (E.G. T ogliatti 1937, A. Beauville 1980) . Eine Quintik kann maximal

31 Singularitäten b esitzen:

� (5) = 31 :

Unglüc klic herw eise ist T ogliattis K onstruktion nic h t so leic h t zu visualisieren,

so dass wir für unsere Abbildung 11 auf eine K onstruktion v on W olf Barth

aus den 1990igern einer Fläc he zurüc kgreifen, die eb enfalls 31 gew öhnlic he

Dopp elpunkte liefert: Ähnlic h zur K onstruktion der tetraeder-symmetrisc hen

Abbildung 11: Barths T ogliatti�Quin tik mit 31 gew öhnlic hen Dopp elpunk-

ten.

Ca yley�Kubik mag es natürlic h ersc heinen, einen Platonisc hen K örp er auc h

hier zu v erw enden. Da es ab er k einen Platonisc hen K örp er gibt, der en t w eder

genau fünf Seiten�äc hen o der genau fünf Symmetrieeb enen hat, ist nic h t

so klar, wie man so eine Fläc he v om Grad 5 auf diese W eise k onstruieren

k önn te. Daher b esitzt die abgebildete Quin tik mit 31 Singularitäten w eniger

Symmetrie, nämlic h die Symmetrie eines eb enen Fünfec ks, d.h. un ter allen
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Spiegelungen in der x; y �Eb ene, die ein regelmäÿiges eb enes Fünfec k fest

lassen, bleibt auc h Barths T ogliatti�Quin tik fest. Anhand v on Abb. 12 k ann

man sic h leic h t üb erlegen, dass die Grupp e aller V ertausc h ungen der Punkte

der Eb ene, die das Fünfec k festlassen, genau aus 10 V ertausc h ungen b esteh t,

nämlic h fünf Dreh ungen (w ob ei wir die Dreh ung um 0�
mitzählen) so wie fünf

Spiegelungen.

�

�

g

h



Abbildung 12: Spiegelungen und Dreh ungen, die ein regelmäÿiges Fünfec k

fest lassen: � ist die Spiegelung an der Geraden g, � jene an h und 
 ist die

Dreh ung um den Ursprung um den Wink el

1
5 � 360�

.

Die Gleic h ung der ob en abgebildeten Quin tik ist nic h t einfac h zu �nden;

Barth startete mit einer F amilie v on Gleic h ungen, die v on drei P arametern

a; b; d abhängt, nämlic h:

Bar a;b;d := P � az�Q2;

w ob ei P ein P olynom v om Grad 5 und Q eine gewisse Quadrik ist, und zw ar:

P :=
Q 4

j =0

�
cos

� �j
4

�
x + sin

� �j
4

�
y � 1

�

= 1
16

�
x5 � 5x4 � 10x3y2 � 10x2y2 + 20x2

+5xy4 � 5y4 + 20y2 � 16
�

;

Q := x2 + y2 + bz2 + z + d:

Durc h geometrisc he und algebraisc he Argumen te fand Barth sc hlieÿlic h W er-

te für a; b; d, die tatsäc hlic h eine Fläc he mit 31 gew öhnlic hen Dopp elpunkten

liefern:

a = �
5
32

; b = �
5 �

p
5

20
; d = � (1 +

p
5):

Nr. 23 auf der W ebseite [BL06 ] (www.Calendar.AlgebraicSurface.net ) zeigt

einen Film, b ei dem einige W erte für a und b durc hlaufen w erden, bis sc hlieÿ-

lic h jene W erte erreic h t w erden, für die sic h die 31 Singularitäten ergeb en.

Die Zahl d tauc h t hier nic h t zufällig auf; vielmehr hat sie sehr viel mit dem

sogenann ten Goldenen Schnitt zu tun: Eine T eilung im Goldenen Sc hnitt

liegt v or, w enn sic h die gröÿere T eilstrec k e zur ganzen Strec k e v erhält, wie
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| {z }
1� x

| {z }
x

Abbildung 13: Der Goldene Sc hnitt x erfüllt:

x
1 = 1� x

x .

die kleinere T eilstrec k e zur gröÿeren. Ist die Länge der ganzen Strec k e 1, so

ergibt sic h (s. auc h Abb. 13):

x
1

=
1 � x

x

() 0 = x2 + x � 1 =
�
x +

1
2

(1 +
p

5)
��

x +
1
2

(1 �
p

5)
�

() x 2
n

�
1
2

�
1
2

p
5
o

:

Da die Länge x einer Strec k e nic h t negativ sein k ann, �nden wir als eindeutige

Lösung: x = � 1
2+ 1

2

p
5. Bemerk ensw ert an dieser Zahl ist b eispielsw eise auc h,

dass

1
x

= x + 1 ;

wie sic h unmittelbar aus der de�nierenden Gleic h ung ergibt. Geometrisc h

tauc h t der Goldene Sc hnitt b ei Fünfec k en auf, so dass es nic h t v erwundert,

dass der P arameter d, den Barth fand auc h damit zusammen hängt: Man

k ann nämlic h rec h t leic h t nac h w eisen, dass sic h die Diagonalen des regelmä-

ÿigen Fünfec ks im Goldenen Sc hnitt teilen (Abb. 14). In dieser Abbildung

72�

54�

108�

36�

72�

108�

C
D

B

A

Abbildung 14: Die Diagonalen des regelmäÿigen Fünfec ks sc hneiden sic h im

Goldenen Sc hnitt.

gilt nämlic h � da die Dreiec k e ABC und ADC ähnlic h sind � für die

Strec k enlängen zwisc hen diesen Punkten das V erhältnis:

jAC j
jAB j

=
jAD j
jAC j

:

Auÿerdem ist jAD j = jAB j � j AC j und jAC j = jBD j ; wir erhalten somit:

jBD j
jAB j

=
jAB j � j BD j

jBD j
:
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Insgesam t hab en Wir also b ewiesen, dass der Punkt D tatsäc hlic h die Strec k e

AB im Goldenen Sc hnitt teilt. Es v erwundert also nic h t, dass in Barths

K onstruktion einer Quin tik mit 31 Singularitäten, die ja Fünfec k e und die

Fünfec k�Symmetrie b en utzt, der Goldene Sc hnitt auc h b ei einem der drei

P arameter, nämlic h d, wieder in Ersc hein ung tritt:

d = � 2 �
1
2

(1 +
p

5) = � 2 � �;

w ob ei � := x + 1 = 1
x = 1

2 + 1
2

p
5 wie ob en den Kehrw ert des Goldenen

Sc hnittes b ezeic hnet.

2.6 Die ik osaeder�symmetrisc he Barth�Sextik

Die Barth�Sextik hat eine ganz b esondere Gesc hic h te. Sc hon seit den frühen

1980ern w ar nämlic h b ek ann t, dass Fläc hen v om Grad 6 nic h t mehr als 66
Singularitäten hab en k önnen. 1982 ersc hien auÿerdem ein Artik el, in dem

die Autoren mein ten nac hzu w eisen, dass Sextik en, die im W esen tlic hen v on

der F orm P � az�Q2 = 0 sind, hö c hstens 64 hab en k önn ten. Mathematisc he

Artik el, die in anerk ann ten Zeitsc hriften ersc heinen (wie der eb en erw ähn te),

en thalten ab er auc h manc hmal F ehler � und das w ar hier tatsäc hlic h der

F all. Denn 1996 k onstruierte W olf Barth eine Fläc he v om Grad sec hs, die

genau die ob en angegeb ene F orm hat, und die 65 Singularitäten b esitzt (siehe

Abb. 15 und auc h Nr. 6 auf der W ebseite [BL06 ], im Bild sieh t man allerdings

n ur 50 der insgesam t 65 Singularitäten)!

Abbildung 15: Die Barth�Sextik mit 65 gew öhnlic hen Dopp elpunkten.

F ast zeitgleic h sc ha�ten es die b eiden Mathematik er Ja�e und Rub erman

auÿerdem zu b ew eisen, dass 66 Singularitäten nic h t möglic h sind, dass also

auc h Barths W eltrek ord für immer unsc hlagbar sein wird:
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Satz 8 (W. Barth 1996, D.B. Ja�e / D. Rub erman 1997) . Eine Sextik kann

maximal 65 Singularitäten b esitzen:

� (6) = 65 :

Sc hon am Bild k ann man die Ik osaeder-Symmetrie v on Barths K onstruktion

erahnen. Die genaue Gleic h ung der Fläc he ist folgende:

Bar 65 : P6 � �K 2 = 0 ;

w ob ei P6 für die Symmetrie-Eb enen des regelmäÿigen Ik osaeders mit Glei-

c h ung P6 := ( � 2x2 � y2)( � 2y2 � z2)( � 2z2 � x2) mit � := 1
2(1 +

p
5) steh t und

K := x2+ y2+ z2 � 1 die Sphäre mit Radius 1 b esc hreibt; der P arameter � ist

� := 1
4(2� + 1) = 1

4(2 +
p

5) (siehe Abb. 16). In teressan ter W eise tauc h t hier

also gleic h an mehreren Stellen der Kehrw ert � des sogenann ten Goldenen

Sc hnittes auf, der auc h sc hon b ei der Quin tik mit 31 Singularitäten relev an t

w ar.

Anhand der Gleic h ung k ann man v erstehen, dass die gesam te Fläc he in v ari-

an t un ter der gesam ten Symmetriegrupp e des Ik osaeders ist, da dies natürlic h

für die sec hs Eb enen P6 ab er auc h für die Sphäre K gilt. Für andere W er-

te v on � ist die Fläc he zw ar auc h ik osaeder�symmetrisc h, hat ab er w eniger

Singularitäten: einfac h mal in surfer o der surfex ausprobieren!

Abbildung 16: Zur K onstruktion v on Barths Sextik: links ein regelmäÿiger

Ik osaeder, in der Mitte seine 6 Symmetrie�Eb enen und rec h ts diese Eb enen

gemeinsam mit der Barth�Sextik in einem Bild.

2.7 Eine Septik mit 99 Singularitäten und endlic he Zahlen-

systeme

Ähnlic h wie b ei der Quin tik k ann mit im F all v on Fläc hen v om Grad 7 nic h t

auf naheliegende W eise einen der Platonisc hen K örp er ausn utzen, um eine

Fläc he mit vielen Singularitäten zu k onstruieren. Daher wird man zunäc hst

einmal v ersuc hen, wiederum ein regelmäÿiges n -Ec k (hier passender W eise

ein 7-Ec k) zu v erw enden, do c h leider führt dies zunäc hst auf einen no c h viel

zu groÿen Suc hraum.
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Um in diesem riesigen Suc hraum den einen kleinen Punkt (o der die sehr

w enigen Punkte) zu �nden, der eine Septik mit sehr vielen Singularitäten

liefert, n utzte der Autor dieses Artik els in seiner Dissertation [Lab05 ] aus,

dass man algebraisc he Fläc hen auc h üb er anderen Zahlensystemen b etrac h-

ten k ann als den reellen Zahlen. Wir hab en sc hon in Absc hnitt 1.2.6 gesehen,

dass man algebraisc he Fläc hen auc h üb er den k omplexen Zahlen studieren

k ann. Jetzt gehen wir auf eine w eitere Art v on Zahlensystemen ein, nämlic h

die endlic hen Zahlensysteme. Solc he endlic hen Zahlensysteme k ennen wir alle

v on der Uhr:

23 Uhr + 3 Stunden (= 26 Uhr ) = 2 Uhr :

Besonders gut funktioniert das Rec hnen mit solc hen endlic hen Zahlensyste-

men, w enn wir genau p Zahlen v erw enden, w ob ei p eine Primzahl ist. Die

dab ei v erw endeten Zahlen sind also:

0; 1; 2; : : : ; p � 1

und es gilt:

p = 0 ;

genauso wie b ei der Uhr 24 Uhr = 0 Uhr ist. Ein solc hes Zahlensystem

wird üblic herw eise mit Fp b ezeic hnet und heiÿt end licher Körp er mit p
Elementen . In Fp k ann man nic h t n ur addieren, sondern auc h herv orragend

m ultiplizieren und dividieren. Bei der Uhr ( 24 = 3�2�2�2 ist k eine Primzahl!)

hat man im Gegensatz dazu das Problem, dass

3 Uhr � 8 = 24 Uhr = 0 Uhr ;

in Fp k ann nie passieren, dass das Pro dukt zw eier v on Null v ersc hiedener

Zahlen Null ergibt, w as das Rec hnen erheblic h v ereinfac h t; auÿerdem k ann

man daher durc h jede der endlic h vielen Zahlen (auÿer durc h 0) dividieren.

Rec hn ungen in endlic hen K örp ern hab en zahllose An w endungen; insb eson-

dere sind in der letzten Zeit Co dierungstheorie und Kryptographie wic h tig

gew orden � k ein Handy�T elefonat w äre ohne endlic he K örp er möglic h.

Wir k önnen das hier nic h t w eiter v ertiefen, mö c h ten ab er w enigstens ein

Beispiel einer Kurv e üb er einem endlic hen K örp er b etrac h ten, und zw ar den

Kreis k : x2 + y2 = 1 üb er dem K örp er F3 , in dem n ur die drei Zahlen 0; 1; 2
existieren. In F3 gilt: 1 + 1 + 1 = 0 , also 1 + 2 = 0 , so dass wir für 2 auc h � 1
sc hreib en k önn ten. Wir suc hen n un alle Punkte (a; b) mit K o ordinaten im

endlic hen K örp er F3 , die die Gleic h ung a2 + b2 = 1 erfüllen. Glüc klic herw eise

gibt es n ur 3 � 3 = 9 v ersc hiedene Punkte (a; b) mit K o ordinaten in F3 .

� Beginnen wir mit dem Punkt (0; 0); es gilt: 02 + 0 2 = 0 6= 1 , d.h. (0; 0)
ist k ein Punkt auf dem Kreis k .
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� Nun der Punkt (1; 0): Es gilt 12 +0 2 = 1 , d.h. (1; 0) und natürlic h auc h

(0; 1) sind Punkte auf k .

� Nun zu (2; 0): 22 + 0 2 = 4 = 1 , d.h. (2; 0) und daher aus Symmetrie-

gründen auc h (0; 2) sind Punkte auf k .

� Für (1; 1) ergibt sic h: 12 + 1 2 = 2 6= 1 , d.h. (1; 1) liegt nic h t auf dem

Kreis.

� Für (2; 1) und (1; 2) �nden wir: 22 + 1 2 = 5 = 2 6= 1 ; diese b eiden

Punkte liegen also auc h nic h t auf k .

� Sc hlieÿlic h no c h (2; 2): 22 + 2 2 = 8 = 2 6= 1 ; dieser Punkt liegt auc h

nic h t auf k .

Insgesam t liegen also v on den 9 Punkten (a; b) mit K o ordinan ten in F3 die

Punkte (1; 0), (0; 1), (2; 0) und (0; 2) auf k , die anderen nic h t. Wie man sieh t

ist das Finden v on Lösungen üb er endlic hen K örp ern sehr einfac h, w eil man

alle Möglic hk eiten ausprobieren k ann!

Auf ähnlic he W eise und mit einigen w eiteren algebraisc hen und geometri-

sc hen Argumen ten hat der Autor dieses Artik els 2004 eine Fläc he v om Grad

7 (Septik) mit 99 Singularitäten k onstruiert un ter Ben utzung des Compu-

teralgebra Programmes Singular [GPS06 ], dessen b esondere Stärk e in An-

w endungen auf algebraisc he Geometrie und Singularitäten liegt.

Abbildung 17: Eine Septik mit 99 gew öhnlic hen Dopp elpunkten.

Satz 9 (Labs 2005, V arc henk o 1983) . Für die maximale A nzahl � (7) von

Singularitäten auf einer Septik gilt:

99 � � (7) � 104:
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Abbildung 18: Ein regelmäÿiges 7-Ec k, die Septik mit 99 Singularitäten,

einmal v on �ob en� gesehen und einmal eine sc hräge, et w as hereingezo om te

Ansic h t.

Die Gleic h ung dieser Septik ist der Quin tik mit 31 Singularitäten, die Barth

k onstruiert hat, rec h t ähnlic h: Diese Fläc he hat die Symmetrie eines regel-

mäÿigen 7-Ec ks; v on �ob en� k ann man dies b esonders gut sehen (Abb. 18):

99 Singularitäten sind derzeit W eltrek ord für Fläc hen v om Grad 7; bisher ist

ab er k ein Grund b ek ann t, aus dem es nic h t sogar eine Septik mit 104 Sin-

gulariäten geb en k önn te (die ob ere Sc hrank e 104 b ewies Anfang der 1980er

A.N. V arc henk o); es mag daher sein, dass der W eltrek ord des Autors dieses

Artik els no c h zu v erb essern ist � also: viel Spaÿ b eim Suc hen nac h einer

Septik mit mehr als 99 Singularitäten!
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